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recinte Gw essent per a z=o, w=o. Si existeix una altra 
variable C que permet passar conformement de C a la 
rnateixa a.rea Gw amb C=o pera w=O, z i e estaran rela­
cionades conformement. En aquesta correspondencia es 
verifica que pera z=o, c=o; pera lzl<r, ICl<r, per tant, 
o bé es verifica en tot punt de c. 

o 

La primera part de la disjuntiva és inadmisible perque 
amb el rnateix raonarnent arribaríem a la contraria consi­
derant z funció de C. Queda la segona. Prenent els eixos 
d'abscisses segons direccions homolegues. queda 

C=z 

Si no és el centre el punt fixat en el cercle com a ho­
moleg d'un punt del recinte, cal només transformar-lo per 
una funció linial en altre cercle en que sigui el centre i 
aplicar la conclusió anterior. Per consegüent: L a represen­
tació conforme d'un recinte simplement conex damunt d'un 
cercte és deterriiinada per dos punts interiors corresponents 
i dues direccions homólegues . 

Queda així demostrat que a cada punt interior d'un 
recinte correspondra al maxim un radi. (V. Con f. II). 

3. GENERALISACIONS DEL LEMA DE SCHWARZ 

I. Consideri's el casen que l'homoleg de l'origen O en 
C, no és l'origen, és a dir, en que w:::j::: o pera z=o. Supo­
sem sempre que, per a lzl< r el modul de la funció és 
lwl < r. Transformant el Cw mitjanyant la funció 

C=.!!:::::.'!!!.. 
aw - I 

en que a (fig. 7) és la distancia a l'origen de l'homoleg Ow de 
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'origen O,, s'obté una representació en que l'homóleg de Ou, 
és el nou origen. I a tot punt interior a C,

0 
correspon un 

punt interior a C~. A la representació conforme entre C i 

Fis. 7 

z pot aplicar-se ja el lema de Schwarz. En conseqüencia 
per a tot valor de z dins de C, sera: 

[Cl<lzl. 
Es a dir, si 

es t é 

essent 

0' < (J · 

Als dos punts de la c;rcumferencia de radi e corres ponen 
punts interiors als de la circumferencia de radi e en el pla 
de la (. En el pla de la w corresponen als punts d'aquesta 
circumferencia els d'una altra C'w en la qual 0 ,

0 
i O"w són 

conjugats, essent O".,, conjugat de O,. respecte de C.,,. Tots 
els punts de C'w són interiors (fóra d'un) als de la circum­
ferencia de centre O' w i el radi de la qua! és la maxima 
distancia de O' w a C' w• aixo és 
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Per consegüent, per a lzl=&< r, es té la limitació 
següent 

_ lw(o) I + e 
lwl < ¡w(o)i0+ 1 • 

II. Sigui un cercle C= el centre del qual no sigui !'o­
rigen i de la transformada w del qual se sab que té el 
módul inferior a M mentre z estigui dins d'aquell cerclc . 
Sigui z0 son centre i r el radi. 

Transformant c. en altre cercle C,, que tingui per cen­
t re l'origen, mitjanc;ant 

I z - ::0 

z = -­r 
i d'altra part el cercle c .. de radi M en altre de radi I 

mitjarn;ant 

w'=~ 
M 

podem aplicar !'anterior generalisació (I) del lema 
de Schwarz a la transformació de w' en z'. Es tindra, 
si !z'I < 9< r, 

o sigui, si lz Zol < º < 1 , 
r 

I ¡- M ]w(z0)1 + M9 
w <1 

lw(z0 )19 +M • 

= \w(o)l+Me 
lwl< M\w(o)l9+M • 

Si no es coneix w(o) pero se sab que és inferior a 
M0 < M, podem escriure 

_ M +Me 
lwj<MM+Mo. 
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4. TEORE ~'IES DE CARATHÉODORY 

l. Suposem w1a funció analítica i regular tal que, si 
lzl <l, 

cssent s una constant positiva qualsevulga i designant per 
~/(z) la part real de /(z) . Aquesta condició ens diu que 
tot punt interior a C, té el seu conesponent en el pla w 
entre dues paral·Icles a l'eix d'ordenades trac;acles aquestes 
a distancies +s i -z respectivament d'aquell eix. Anem 
a demostrar que fixat clins de c. un cercle de radi t < r, 
la funció w no pot estendre indefinadament la represen­
tació del cercle lzkt en el sentit ele les ordcnades (*), sinó 
que aquestes estan també compreses entre certs lírnits 
independents de la funció w. 

A aquest objecte es transformará w mitjall<;;ant la funció 
~ i 
-w 

~=e'º 
S'obté axís de la regió compresa entre aquelles paral­

leles, el semipla. 
D'aquest es passa al cercle C., mitjarn;ant 

r- I - 1. 
~-: I+·z' 

Evidentment Cz queda a !'interior de Cx.- Per tant 
si jz\=-;<:I, 

Passant a w, 

" ("Í ) t I + t cJi. -W < og --
2€ I-:t 

o bé, anomenant cJ(z) la part imaginaria dividida per 1, 

¡; 1 1 I +1: - ~(w) <log --. 
2E I-t 

(•) Si consideréssim el cercle total C: el teorema seria fals. 
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Per tant, les ordenadcs estan compreses entre dues 
rectes simetriques que disten de l'eix d'abscisses: 

z¡; 
1

_ I + t 
± -wg-

7t I - t 

II. Considerem fmalment una funció analít ica regular 
w = /(z) amb les condicions següents 

/ (o) =I 
I 

h< l/(z)i < h h< r 

és a dir, /(z) és situada en l'anell compres entre 

c h,v i C.., 

Fixat un cerclc c. en que lzl < t < r , li co1Tespón una 
certa área que és dins de l'anell, qualsevulga que sigui /(z); 
anem a cercar una limitació d'aquesta fn ea, independent 
de /(z). 

L'anell es transforma en l'area del cas anterior mitjan­
c;ant la funció 

w' =log w=log lwl + i q> 

essent <p l'argument de w. Aplicant, dones, el resultat an­
terior, es té 

¡c"l(w')l < - 2 log hlogI + t _ 
,. I - 1: (izl= 1: < I) . 

Pero ~(w') és l'argument cp; per tant !'a.rea transformada 
esta en l'anglc ± q> essent donat <p pel valor que és a la 
dreta del signe < en l' expressió anterior. 
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